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Starting from the BCS-Theory, an upper bound for the free energy is obtained by a combination
of a variational method and perturbation theory. The variational equations obtained are non-local.
The parameters of the perturbation calculation are the vector potential and the spatial variations
of the order parameter, which have to be small. Boundary conditions are set for the case of diffuse
reflection and pair-breaking at the surface. As an example, the superconducting plate is discussed.

A. Problemstellung

Eine grofle Zahl von Supraleitern zeigt unter
einem statischen Magnetfeld ein Verhalten, das sich
in einer gewissen Umgebung der Sprungtemperatur
in guter Ndherung mit der GinzBure-Lanpau-Theo-
rie'' 2 beschreiben 148t. Diese Supraleiter zeichnen
sich auch bei tiefen Temperaturen durch eine im Ver-
hiltnis zur Kohirenzlinge &, (=% vp/me,) groe
Eindringtiefe aus, was mit Hilfe des Ginzburg-Lan-
dau-Parameters % durch % = 1/)/2 ausgedriickt wird.
Wir beschranken uns auf den reinen Fall, d. h. auf
Supraleiter, die keine Verunreinigungen enthalten.

Supraleiter, fiir die x <1/)/2 gilt oder deren
dullere Abmessungen klein gegen &, sind, verlangen
eine Theorie, die die raumliche Korrelation der
Elektronen eines Cooper-Paares beriicksichtigt. Die
nichtlokale Beziehung zwischen Vektorpotential und
Strom, die PipparD 3 angenommen hat, erfiillt diese
Forderung insoweit als der Ordnungsparameter als
konstant vorausgesetzt werden kann, so z. B. bei der
Berechnung der Eindringtiefe eines schwachen Ma-
gnetfeldes. Aber abgesehen davon, dall der Ord-
nungsparameter auch vom Magnetfeld abhéngen
kann, fehlt dann die fiir den Meissner-Effekt not-
wendige positive Oberflachenenergie.

Supraleiter mit % = 1/)/2, Supraleiter 2. Art,
benehmen sich definitionsgemal beziiglich des Ma-
gnetfeldes lokal, was sich in einer relativ groflen
Eindringtiefe duflert. Nichtsdestoweniger kann aber
der Ordnungsparameter, abgesehen von der unmit-
telbaren Umgebung der Sprungtemperatur, stark

1 W. L. Gixzurc u. L. D. Lanpav, Zh. Eksperim. Teor. Fiz.
20, 1064 [1950] (s. z.B.: W. L. Gixzure, Abh. sowjet.
Phys., F. II, S. 135, Berlin 1951). — L. P. Gorkov, Soviet
Phys.-JETP 9, 1364 [1959]. — L. Teworpr, Phys. Rev.
132, 595 [1963]. — N. R. WertnaMER, Phys. Rev. 132, 663
[1963].

ortsabhéingig sein. Damit wird die Anwendung loka-
ler Gleichungen wie der Ginzburg-Landau-Gleichun-
gen fraglich, bzw. bedarf sie einer Rechtfertigung.

In dieser Arbeit werden Bestimmungsgleichungen
fiir Vektorpotential und Ordnungsparameter aus der
BCS-Theorie* abgeleitet, die die gesuchten GréBen
in allgemeinen nichtlokalen Ausdriicken enthalten.
Die Gleichungen verbinden die nichtlokale Pippard-
sche Theorie mit nichtlinearen Gleichungen des Ginz-
burg-Landau-Typs. Pippards Gleichung ergibt sich
hieraus in der Naherung, dafl der Ordnungspara-
meter konstant ist. Die Ginzburg-Landau-Gleichun-
gen folgen, wenn man schwache Ortsabhangigkeit
fiir Vektorpotential und Ordnungsparameter fordert,
d. h. hohere Ordnungen in den rdumlichen Ableitun-
gen vernachléssigt.

Wir benétigen als Voraussetzung nur, daf die
mittlere absolute Abweichung des Ordnungsparame-
ters von seinem Ortsmittel und das Magnetfeld klein
sein miissen. Die GroBle des Ordnungsparameters
braucht nicht eingeschrinkt zu werden, und folglich
gelten die Gleichungen fiir alle Temperaturen.

Formal erscheinen die nichtlokalen Beziehungen
als Integrodifferentialgleichungen in den Ortskoordi-
naten. Solange man den massiven Supraleiter mit im
Unendlichen liegender Oberflache betrachtet, hangen
die Integralkerne nur vom Abstand zweier Orte ab,
und der Bereich, in dem die Integralkerne wesentlich
von Null verschieden sind, ist durch £,® gegeben.

Die mikroskopische Ableitung geschieht fiir den
unendlich ausgedehnten Supraleiter. Im Falle des
endlichen Supraleiters werden diffuse Randbedin-

2 G. ELENBERGER, Z. Phys. 182, 427 [1965].

3 A. B. Prerarp, Proc. Roy. Soc. London A 216, 547 [1953].

4 J. Baroeen, L. N. Coorer u. J. R. Scurierrer, Phys. Rev.
108, 1175 [1957].
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gungen fir den Ordnungsparameter 4(r) in &hn-
licher Weise eingefiihrt, wie sie fiir das Vektor-
potential A (r) iiblich sind. | 4(r)| bzw. grad | 4(r)|
werden, je nachdem ob wir an der Oberfliche Paar-
brechung bzw. diffuse Paarreflexion verlangen,
aullerhalb des Supraleiters gleich Null gesetzt. Be-
ziiglich des Magnetfeldes erscheint es nur sinnvoll,
auBlerhalb das Verschwinden von A(r) zu fordern.

Den Ausgangspunkt der mikroskopischen Ablei-
tung bildet der BCS-Hamilton-Operator. In der
Wechselwirkung sind allerdings auch die Elektronen-
paare enthalten, deren Gesamtimpuls nicht ver-
schwindet. Die Wechselwirkung ist im Impulsraum
durch ein Kastenpotential gegeben, was sich im Orts-
raum formal durch den Gorkov-Ansatz 5 beschreiben
laBt. Das Magnetfeld geht nur iiber die kinetische
Energie in den Hamilton-Operator ein. Wie im
translationsinvarianten Fall werden je zwei Einteil-
chenoperatoren in der Wechselwirkung gemal} einer
verallgemeinerten Hartree-Fock-Approximation durch
eine c-Zahl ersetzt, deren Wert in selbstkonsistenter
Weise bestimmt wird. Im Ortsraum ist diese ¢-Zahl
der Ordnungsparameter, der die ortsunabhéngige
Energieliicke ersetzt. Um einen Néaherungswert fiir
A(r) zu finden, beniitzen wir das Bogoliubovsche
Variationsverfahren. Da die Eigenwerte des Ersatz-
Hamilton-Operators, der alle in den Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren bilinearen Anteile ent-
halt, nicht bekannt sind, wird dem Variationsverfah-
ren eine Storungsrechnung iberlagert. Die Abwei-
chung des Ordnungsparameters von seinem raumli-
chen Mittelwert und das Vektorpotential werden als
kleine GroBen behandelt und stellen die Entwick-
lungsparameter dar. Die Entwicklung wird nach der
zweiten Ordnung abgebrochen. Man erhilt so eine
obere Schranke fiir das thermodynamische Potential,
die gemdfl dem Bogoliubovschen Variationsverfah-
ren beziiglich 4(r) minimalisiert wird. Die Varia-
tionsgleichung und die Maxwellschen Gleichungen
bilden das Gleichungssystem zur Bestimmung von
A(r) und A(7).

Das Beispiel der supraleitenden Platte wird ge-
rechnet, um die Randbedingungen zu untersuchen.
Dabei werden Naherungen fiir die Integralkerne be-
nutzt, die einerseits die wichtigsten Merkmale der
exakten Kerne zeigen, andererseits aber noch leicht
zu handhaben sind.

5 L. P. Gorkov, Soviet Phys.-JETP 7, 505 [1958].

1823

B. Obere Schranke der Freien Energie

Wir benutzen den Hamilton-Operator der BCS-
Theorie in der von Gorkov 3 angegebenen Form

H=gtosfervim (b v-Ca)nm
2m 5 i c
+[Br &3V (r—1) yi(r) wi(r) y, (1) wa;

Vir—r)=—Vyd(r—r), (2)

v, (1), wu (1) sind Erzeugungs- bzw. Vernichtungs-
operatoren des Ortsraumes mit den Vertauschungs-
regeln

{wa(r), %j_' (r’)}ztsa,u’é(r_r,)' (3)

Der untere Index bezieht sich auf die z-Komponente
des Spins. Die Wechselwirkung enthélt implizit die
Abschneidebedingung, d. h. nur Teilchen, deren
Energien ¢;(=%2k?/2m —{) innerhalb der Schale
| ex| <k o liegen, konnen in Wechselwirkung treten.
(e, m, Rk, K, {, w, ¢ bedeuten Elektronenladung,
-impuls, Plancksches Wirkungsquantum,
Fermi-Energie, Debye-Frequenz und Lichtgeschwin-
digkeit.)

Da wir den Fall schwacher Kopplung behandeln
wollen, werden wir die Abschneidebedingung nur
dann beriicksichtigen, wenn eine Energieintegration
divergiert. Der dabei auftretende Fehler geht mit der
GroBenordnung ep/h o (ey BCS-Energieliicke) und
ist vernachlassigbar.

Ebenso gilt fiir schwache Kopplung, dal sich der
Hamilton-Operator unter der Eichtransformation

(4)
(5)

-masse,

—{
Ya™> Yo € 4

A—A—(hcle) Vi

nicht andert.

Befindet sich das Elektronengas im Kontakt mit
einem Teilchen- und Warmereservoir, so 1df3t sich die
Freie Energie mit Hilfe von (1) und des Teilchen-
zahloperators

N=2 [ &y (r) ya(r) (6)
folgendermaflen formulieren
F(A) = — kT log Spur e #(H=¢N) (7

(B=1/kT, T abs. Temperatur, k Boltzmann-Kon-
stante) . Der Strom ist dann durch

)

1
3XFS(A)=— 7!’ (8)
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definiert. Um eine obere Schranke fiir Fi(A) zu be-
kommen, wird das Bogoliubovsche Variationsverfah-
ren benutzt. Man spaltet vom Exponenten in Gl. (7)
einen hermiteschen Anteil H, ab, der (H—{N)
moglichst gut approximiert. Mit

H=H-({N-H,, 9)
(Hy)o= (Spur e~#) "1 Spur (e ~#* H,) (10)

gilt
Fs(A) < — kT log Spur e o (Hy)y. (11)
Durch Minimalisieren der rechten Seite von Gl. (11)
nach den freien Parametern von H, erhilt man die
fir diesen Ansatz tiefste obere Schranke. Mit dem
Ordnungsparameter 4(r) als Variationsparameter

macht man fiir H; einen Ansatz, der bilinear in den
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist:

Hozﬁgfd%'wj (%v_iA)"_zmc

~ [@rtam viviehel+ o [er|amE
Vo

(12)
Fiir A =0 und konstantes 4 (r) = &y liefert Gl. (12)
die iibliche ortsunabhiangige BCS-Theorie. Letztere
stellt den ungestorten Zustand einer anschliefenden

Storungsrechnung dar, die fiir die Auswertung der
Spur in Gl. (11) gebraucht wird.

Ya
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Der zweite Summand in Gl. (11) wird fortgelas-
sen, weil bei Vernachldssigung der Hartree-Terme
von (H,), im absoluten Minimum 2

(Hy)o=0 (13 a)
ist und aullerdem wegen
1 1
Hy= — Vogdsr(’/’?'#’l— el )(WWJT s e (r))
Vo Vo
(13 b)
(Hi)g <0

gilt. Fiir die Stérungsrechnung wird H,, aufgeteilt
Hy=H+Ha+H,, (14)

Ho=- 5L ng3rw+( R2V2-2m0) v,
Sd3r(dowm+h c.) + 748d3r14(r)12

(15)
Ha=

2m o

——-ZFW%[MV)

2 wa-alu, e

Die Spur des statistischen Operators wird nach Schwinger entwickelt

Spur e #H1 = (Spur e 8 [1

+H dp"dB"(T (Ha (B)) +H4 (")) (Ha (B

(Ha)g o = (Spur e #H') =1 Spur (e #H' Ha4),

= fﬂdﬂ,(HA (B) +H4(B) )o,0

Hr=—8@rnAu>—Aowma+ha]. (17)
B +Hs(B"))oo+...1, (18)
Ha(f) = ef'H" H 4e=FHY, (19), (20)

Der Zeitordnungsoperator T ordnet hier nach der Groe von . Es bleibt also folgende Minimalisierungs-

aufgabe
Fs(A) S M(4,A)= — kT log Spur e FHS  —— ,5

O M(4,4)=0

fdﬂ (Ha(B) +H4(B) )00
B
—%] df dF”(T (Ha(B) +Ha(B)) (Ha(B”) +Hs(B")))58 +...|,  (21)
4 ——M((4,A 22a,b
6[1*( ) ( )'_ ( a’ )

84 (r)

In Gl. (21) sind, durch den Index con(nected) angedeutet, nur die verbundenen Graphen zu beriicksich-
tigen. Fiir die auftretenden Erwartungswerte gilt in der Grenze sehr grofilen Volumens das Wicksche Theo-
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rem in der speziellen Form
(TWZ(I) W&t (2) Was(3) tpm(él) >0,0
= (T i (1) o (4) Yoo (T 94, (2) wus(3) Yoo (23)
— (T & (1) was(3) Yo,0 (T ¥ai (2) Yau(4) Yo, 0 + (T wa (1) wa (2) o0 (T Yas (3) Wau(4) Do, 0= (72, £1))

und entsprechend bei Produkten mit mehr Faktoren. Mit Hilfe von Gl. (23) lassen sich samtliche Erwar-
tungswerte auf Produkte von Greenschen Funktionen zuriickfithren:

Gio = (T ywa(1) ¥2(2) o0, Fi2= (T, (1) w1(2) )o,0= — (T wt(1) ¥i(2) )o,0,

Fis = (Twi (1) % (2) )o.0= — (T [ (1) %{(2) )o0- (24 a,b, c)
Daraus ergibt sich
M(4,4) = - %Sdsr log Spur e~#H:" _ ;2;]‘; 205_8(13,. A
*igﬁ S d1dl’d2d2 8(1-1") 8(2—2') L(1) L(2) [Fiizr Fis— Gy Gis'] (25)
_ '2—,;(;/3 Sdl d1"d26(1—1") L(1) [(A(1s) — Ay) (Fiz + F5ir) G+ (A% (15) — A*) (Fya+ Fay) Gay'l
2—15 1d2[(4(1y) — 4g) (A (15) — Ag) (Fiz)2 —2(A(1y) — A)(4* (1) — 4g*) (G12)?

3 +(4* (7)) — 4") (47 (1) — 4y%) (Fy2) 2]
(fd1 = [dr 6[ dpy)

mit L(1) = ;: (A(r) V) + 1}(V1A(rl))— f“ (A(r))> (26)

Fir die nun folgenden, etwas miihseligen Rechnungen sei auf den Anhang verwiesen.
Die Differenz zwischen der Freien Energie des Supraleiters und der des Normalleiters lautet [Anhang
Gl. (A21)]

M(A,A) —M(0, A)—~~Sd3r|A(r)|2 Sd?’rm([AoP) [2192—1 tanh'g }Sdsr’A(r)—AoP
le] <ho

+ [[élﬁ % (E% tanh - '8 2’22 (cosh %E)‘zﬂ Sdsr(2 Re[4y*(4(r) —4,)])?
12 @ a Rel(A(r) — 4 451 Ky |+~ ¥ DRe[(A(F) — 4) 4,"] (27)
21 Sd3r or (figrad,A(r) _ —fon A1) )Kl({r r 1)(—1i grad/ A* (1) —° er* Al(r’))

_jze §d3r B rot; A(r) Ky (|7 —17"|) rot] A(r')  (E= (244, 2)"),

wobei fir 4(r) der Wert einzusetzen ist, der das Funktional zum Minimum macht. Die Ableitung gilt fiir
groBes Normierungsvolumen £ unter periodischen Randbedingungen; die K-Summationen konnen durch
Integrationen iiber ein kontinuierliches Impulsspektrum ersetzt werden. Die Integralkerne sind durch

Killr=v]) = o SK.(@) exp{—iq(r—1)) (28)
und
3n °od_q: lz4+1 |
K. (q)=— i(nqré'(;'e(i,)eg X tanh (a X) (2: log ‘xr—lr; —2), (29 a)
0
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SIA 2 3nz? | =x? oc,d:c z+1 |
K, (q) = “K,(q) + 32q2[ = tanh(ax0)+2Sx—X'tanh( aX) log 1.], (29b)
0
R L P 2§°_di o+l
K3(q)__8C[A0]2[A 4 7y tanh (a z,) + 3z, \ox tanh (a X) long_” (29¢)
0
mit
: 2|4, Brgbye A ﬂf”( B\
— (12 2\ 12 = 0L, = A0, 0 L
X = (2% +242)", = b o= 4 i A_l 23(18 costh) i
0
n=k?3a2 q=|q]|

gegeben. Der zweite, dritte und vierte Summand in Gl. (27) lassen sich im Rahmen unserer Naherung als
Glieder einer Taylor-Entwicklung von m (|4 (7)[?) um |4, |*> auffassen und deswegen durch

y 1 ~ 1+exp{ — /’)’E}) ]
3 A(r) 12 —\ar|l = _E—
Sd rm(4(r))+m] Sdr o g(e E—2kTlog g ) (30)
i P o L L i * ;o (2 2)!/z
mit m = {20 % B tanh 9 E}2Re[(d(r) —A) 41 E=(2+|4(r)]P)
le] < ho
ersetzen. Legen wir jetzt 4, durch
1
4,= ESdsrA(r) (31)
fest, so verschwindet der lineare Term m’ in Gl. (30). Benutzen wir noch die Naherungen
" aA*(r) A(r
| 4(r)| = 4 |+I [ Bel(A(r) ) A7)+, AR APV =AW Dot o ( I’IA‘(T)I ~1+
(32a,b,¢)
und ersetzen auBerdem niherungsweise in den Integralkernen | 4, | durch
N
A:dirlA(r)L (33)

so erhalten wir an Stelle von Gl. (27)

Q

(4, -0, A) = {aor | 4w Rm( 4r) 12)}
0
Q

+2A2gd3rd3r |4(r)|Ks(|r—17")) | A7)

Q2
S d3r d3r 3 A_(L)
Q

Tam [A(r)]

(5vi-Zam )am

Zu der Genauigkeit der vorangehenden Naherun-
gen ist zu sagen, dal wir nicht so sehr an einer be-
ziiglich des Ortes gleichméBigen Approximation von
A(r) und A(r) interessiert sind, als vielmehr an
einer moglichst guten Approximation der Freien
Energie. Lokale grofle Schwankungen des Ordnungs-
parameters, die keine Ndherungen der Art von Gl

| — Sd-"rdsr rot; A(r) Ky(|r—17]) rot] A(1)

Q
'd ’ , A
K(r—rD|(-2vi - Z2awm)a o 400
(34)

(32 a, b, ¢) erlauben, sind trotzdem zugelassen, wenn
ihr Energiebeitrag relativ klein ist.

Aus Gl. (34) folgen durch Variation nach Betrag
und Phase des Ordnungsparameters die notwendigen
Bedingungen fiir das Minimum von M. Ob tatsich-
lich ein Minimum vorliegt, mufl am konkreten Pro-
blem durch Einsetzen der Losung nachgepriift wer-
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den. Der Ubersichtlichkeit wegen variieren wir nur
nach explizit vorkommendem 4(7r), und halten 4
[GL (33)] mit einem Lagrangeschen Parameter kon-
stant. Wir erhalten demnach gemal}

ST M. A+l [@r|dm)|- 2.0} -0,
(35a)
5 6(1_) M(4,A) = (35b)
M4 A) £ [gd8r14<r>|—QA]}=o,
(35¢)
mit A(r)=|A(r)|exp{ip(r)}, (36 a)

G(r)=A(r) — (hc/2e) gradp(r) (36b)

die Variationsgleichungen

%gﬁ{m(mmlﬁwIA(T)I+VLO|A(")[2}

= 2 [ Ky 77 )] A1)

2
+ Ldivfdﬂr'Kld r—r'|)grad’ |4(r)| (37a)
2m g

divl| A(r)| [ & K, (| r— 7' )| 4(¥)| G(¥)] =0,
Q (37b)

A=%Sd3rld(r)[. (37¢)
Q

Fiir den Strom folgt aus der Definitionsgleichung (8)

c

2
- 4Z2Sd3r’[K1(l r—1') G(r) [4(r)[[4()]

¢ —rot{Ky(|r—7"|)rot’ A(?")}]. (374d)

Da M auch beziiglich 4 stationadr sein mufl, ist au3er-
dem

3
4

zu fordern. Aus Gl. (37b und d) folgt die Ladungs-
erhaltung

M(4,A) =y Q2 (37e)

divd=0.
Mit der Maxwellschen Gleichung
crotrotA=4xadJ

(371)

(37¢g)
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bleibt also zur Beschreibung des Supraleiters im sta-
tischen Magnetfeld ein aus 6 Gleichungen (37 a, c
bis 37 g) bestehendes nichtlineares System von Inte-
grodifferentialgleichungen beziiglich der GroBen
|4(r)|, ¢(r), A(r), J (1), 1 und 4 zu l6sen. Dabei

sind vier Groflen Funktionen des Ortes.

Fir die Losung bietet sich als Spezialfall die Li-
nearisierung des Gleichungssystems an. Man appro-
ximiert nach einer fest vorgegebenen Eichung die
ortsabhéngigen Parameter teilweise durch ihre Mit-
telwerte, so dal explizit ortsabhangige Unbekannte
nur noch linear in den Gleichungen vorkommen, ob-
wohl die Theorie natiirlich wegen der anderen Para-
meter weiterhin nichtlinear bleibt.

C. Ginzburg-Landau-Theorie

Fir den Fall schwacher Ortsabhéngigkeit werden
die Integralkerne nur in der Grenze q — 0 benétigt.
Die Entwicklung um q =0 ergibt

- e O ) 8

e A4
_ mc? (l (mq&pgg)? O ) 1
“16xe2 T 10 o) 2
(38 a)
Aneg)? 3 A
Ky(q) = 2Een%) O Lo (381)
h2 2 3 4
U 2 S Y

Die in Gl. (38 a) erscheinende Eindringtiefe 4 ist,
wenn A durch die BCS-Energieliicke &y ersetzt wird,
mit der Londonschen Eindringtiefe A7 fiir schwache
Felder identisch. Verlangt man, daB (| 4(r)|—er)
klein ist, so kann man in Gl. (34) ]A(T)’ um &7 ent-
wickeln. Wegen Gl. (38b, c) ergeben K, und Kj erst
in hoherer Ordnung einen Beitrag. Es bleibt nur
der erste und letzte Term auf der rechten Seite von
Gl. (34) iibrig, und es folgt mit Gl. (38a) das
Funktional der Ginzburg-Landau-Theorie

Mgy.(4,A) —Mg1.(0,A)

~fer (v tami-ar ) (miet + 1)

2
+3[4(r)2- ]2 a—(aﬁ;m(s%)

c

NEETLY: |( V——A)A(r) tz} (39)
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D. Randbedingungen

Das Gleichungssystem (37) ist unter periodischen
Randbedingungen fiir sehr groBes Normierungs-
volumen (£ abgeleitet worden. Fiir physikalische
Systeme sind jene allerdings nicht zu gebrauchen.

Ist das Gleichungssystem, wie schon beschrieben,
linearisiert, so kann man Spiegelung als Randbedin-
gung einfithren, indem man die Giltigkeit des Glei-
chungssystems nur im Innern des massiven Supra-
leiters fordert und an der Oberfliche das Verschwin-
den der Normalkomponente von

[(R/D)V — (2¢/c) A] A()

verlangt 6. Darauf soll hier nicht ndher eingegangen
werden.

Statt dessen verschaffen wir uns Randbedingungen
fir ,,diffuse Streuung®, indem wir in dem Funktio-
nal der Gl. (34) auBlerhalb des vom Supraleiter aus-
gefiillten Raumes

|4(r)|=0 (40)
grad |4(r)| =0 (41)

setzen. Der letzte Fall entspricht einer diffusen Streu-
ung der Cooper-Paare an der Oberfliche, der erste
einer Paarbrechung. Ebenso wird auflen

[A(r) — (hc/2e) gradp(r)] =0

gesetzt, wie es fiir @ (r) = const in der linearen
Theorie bei diffus streuender Oberflache iiblich ist?.

Die Bedeutung von Gl. (40) folgt anschaulich
daraus, da} bei einem unendlich ausgedehnten Su-
praleiter in dem Bereiche mit | A(r)| = 0 fest vor-
gegeben sind, die Grenzflachen zwischen diesen Be-
reichen und dem ibrigen supraleitenden Material
paarbrechende Eigenschaften haben miissen. Da aber
der Volumenanteil der normalleitenden Bereiche in
dem Funktional Gl. (34) keinen Beitrag liefert, oder
anders ausgedriickt, den gleichen Beitrag liefert wie
ein entsprechendes materiefreies Volumen, verbleibt
nur die Wirkung der Grenzfliche als paarbrechende
Oberflache eines endlichen Supraleiters. Die Bindung
der Elektronen, die von der Oberfliche gestreut wer-
den, wird aufgebrochen, so daf sie die gleiche In-
formation besitzen, wie dann, wenn sie wirklich aus
einem Gebiet mit IA (r)| = 0 kommen.

Eine Aussage iiber die Randbedingung (41) er-
hélt man auf ahnlichem Wege. Die Oberflache redu-

oder

8 M. R. Scuarrorn, Theoretical Aspects of Superconductivity,
in Solid State Physics, Academic Press Inc., New York
1960, Bd. 10, p. 293.
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ziert die Schwerpunktsbewegung der ankommenden
Cooper-Paare auf Null, so als ob sie in einen Bereich
gelangen, in dem der Ordnungsparameter konstant
ist. Sie verhalt sich fiir die auftreffenden Paare wie
eine unelastische Wand. Die Elektronen verlieren
also an der Oberfliche die Information iiber die
Ortsabhéngigkeit des Ordnungsparameters in einer
infinitesimalen Umgebung der Oberfléche.

Formal geht man folgendermaflen vor. Je nach-
dem ob Gl. (40) oder Gl. (41) gefordert wird, ist
das Funktional (34) durch partielle Integrationen in
Abhingigkeit von | 4 ()| bzw. grad | 4(r)| zu schrei-
ben. Die Oberflachenintegrale verschwinden wegen
der periodischen Randbedingungen. Dann erst wer-
den durch Anwendung einer der beiden Gleichungen
die Integrationen auf den tatsdchlichen Bereich des
Supraleiters beschrankt. Das so entstehende Funk-
tional wird minimalisiert, wobei die Randwerte von
| A(1)] bei der Variation festzuhalten sind. Das fiihrt
auf ein Gleichungssystem, das den jeweiligen Rand-
bedingungen angepaft ist. Man kann, indem man in
Gl. (34) die von |A(r)| abhingenden Terme mit
Hilfe eines neuen Parameters linear aufteilt, belie-
bige Kombinationen zwischen (40) und (41) schaf-
fen. In dem Beispiel des néchsten Teils bedeutet die-
ser Parameter die relative Héufigkeit der Paarbre-
chung an der Oberflache.

Oberflachen, die Supraleiter und Dielektrikum
trennen, sollten sich mit der Randbedingung der
Gl. (41) beschreiben lassen. Metallische normal-
leitende Aufdampfschichten ergeben je nach Dicke
und Art einen mehr oder weniger starken Paar-
brechungseffekt, was durch eine Oberflache, die zum
Teil der durch Gl. (40) definierten Voraussetzung
genligt, simuliert werden kann. Man verzichtet bei
diesem Vorgehen auf Feinheiten in der Oberfldche
selbst, man erhilt aber ihren Gesamteinflu} auf den
Supraleiter.

Im folgenden werden am Beispiel der supraleiten-
den Platte die Randbedingungen untersucht.

E. Supraleitende ebene Schicht

Wir legen die Schicht so, dal die z-Koordinate
auf der Oberflache senkrecht steht und der Koordina-
tenanfangspunkt die Mitte der Schicht kennzeichnet

7 J. Barpeexn, Theory of Superconductivity, in Handbuch der
Physik, Springer-Verlag, Berlin 1956, Bd. XV, p. 274.
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(—3d =<2z < +4d, d=Dicke der Schicht). In y- soll, verzichten wir auf den Einfluf eines Magnet-
und z-Richtung behalten wir die periodischen Rand- feldes und setzen A(r) =0, ¢ (r) =0. Aus dem
bedingungen bei. Da dieses Beispiel nur einer quali- gleichen Grunde beschrinken wir uns auf die Um-
tativen Untersuchung der Randbedingungen dienen gebung eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung.

Die Freie Energie des auch in z-Richtung unendlich ausgedehnten Supraleiters wird in der Form [siehe
Gln. (28), (34)]

+L/2
M(4,0) —M(0,0) L25dx{—|A(z)|2+m(|A(x)|2
—I2
o d|4(z)] d| A
+L2§dxdx {2A2’A(x)[K3(‘x z']) | 4|+ h ’dix) K (|]z—2"]) - 'daf'x”} (42)
~Le
mit Ko(|z—2'|) E;qu K.(q9:,9,=0,q.=0)exp{ —iq,(x—2")} (43)

geschrieben. Die Integrationen erstrecken sich iiber die Kantenlinge L des Normierungsvolumens 2 = L3.
Da am Phaseniibergang zweiter Ordnung |A(x)] klein ist, kann wegen Gl. (29c) und (33) der Term mit
Ks(Jx —2"|) vernachlissigt werden. In das erste Integral auf der rechten Seite von Gl. (42) setzen wir die
Ginzburg-Landau-Naherung in niedrigster Ordnung ein.

H2

I}(;' [ A@) F+m(4()P)~ - 47:2% | 4(z)? (He, Thermodyn. krit. Feld).  (44)
Es folgt
1 H2 +L/2 " +1/2
7 A0~ e 1?’F“Awﬁﬂ6‘&“&1mw!  Ki(z—2' D] 46
=12 L2
. +L/2 )4 ] .
+il=p iﬁgdxd IELI)*KI(I 2| ﬂd’@‘ (45)

—L2

Gl. (45) gilt fiir beliebiges p. Der erste Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. (45) bedeutet phanomeno-
logisch die Selbstenergie des Volumenelements dz am Orte « und ist demgemafl beim endlichen Supraleiter
auf — 3#d < 2 < + 4 d zu beschriinken. Der zweite und dritte Ausdruck beschreibt die Wechselwirkung der
Volumenelemente untereinander. Die GroBe p, 0 < p < 1, soll die Wahrscheinlichkeit sein, daB ein Elek-
tron so an der Wand gestreut wird, daB es aus einem Gebiet mit | 4(x)| = 0 zu kommen scheint. Mit der
relativen Haufigkeit p werden also Cooper-Paare an der Wand aufgebrochen; p ist damit der Bruchteil
der Wechselwirkungsenergie, in dem im Auflengebiet der Ordnungsparameter selbst verschwindet. Mit einem
Anteil (1—p) werden die Cooper-Paare diffus gestreut, d. h. in einem Bruchteil (1 —p) der Wechselwir-
kung ist auBen a(:; |A(x)| = 0 zu setzen.

Daher sind in Gl. (45) simtliche Integrationen auf den Bereich —% d <z < +3 d zu beschrinken. Die
Minimalisierung beziiglich |4 (z)| liefert die Variationsgleichung

s Killa—2]146)]

+d[2

| A(z)| + —de

ch
2 2

(-0 2| K (z-d2h 4@2)] - 5 Killz+djz | ac-dp2)]]. o)
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Fir die Integralkerne kann man einfache Ndherungen finden. Aus Gl. (29 a) gewinnt man die asymptoti-

sche Darstellung
3n

nqé,

L - 150 >
K.(q) = = 2t e 5 log . T (g&)>1. (47)
Gl (38 a) liefert mit A/kT <1
__nt@3) [, 346) ( )2 } <
Kl(q)—2(}’t£0)2] 02(3) }’t S IR (QE0)<1- (4'8)
Dabei wurde
TT:=t, T. Sprungtemperatur des massiven Supraleiters,
E§: 2k+1) = ¢ =1,781... C Eulersche Konst.
gesetzt. Die Ndherung
2(3) 1
) P — T 49
{9 = 3 (1 1e)? T+5A(3) (g 80/ 2 [log(3+ (g &ofen)}] W
stimmt in den entsprechenden Grenzfillen mit Gl. mit
(47) bzw. Gl. (48) in den ausgeschriebenen Ordnun- wtg(d ud) =(u3/b)[p—1]+pb (54)
gen uberein. Den Logarithmus in Gl. (49) betrach- d
ten wir als schwach verinderliche Funktion und set- " Ho (0) ep,® _
zen im Argument = const/d , weil fiir kleinere d u2 = b2 [( b ET.) f(de) — 1} (55)
immer groflere Werte von @, wichtig werden. Fiir Hoy(T) &

die unter diesen Annahmen berechnete Losung der
Integralgleichung (46) kann die Freie Energie mit
dem exakten Integralkern in der Grenze d — 0 be-
stimmt werden. Der Vergleich mit der Freien Ener-
gie, die den gendherten Integralkern enthilt, liefert
die Konstante und damit die Rechtfertigung fiir den
Ansatz. Wir nehmen das vorweg und ersetzen q,

durch e/yd.

ad !Iz,|,,§o) o ( 150,) _

log(3+ r ~log \3+ vdt = f(dy).
(50)

Mit Gl. (49) und Gl. (50) erhalten wir einen ein-

fach zu handhabenden Integralkern

K (|z—2"|) =ab e tlz=71, (51)
_ ni(3) p— 7t 6f(d¢t) ]
T 4(rte)?’ oAby [ 4(3) ’

2
»aag;le(Jx—x' )=—-2ab2d(x—2") +abdetle—7l

(52)
(6(x —2") Dirac 6-Funktion).
Gl. (46) hat damit die Losung
_ pd
|A(x)|_Acos(,ux)25in(%#d) (53)

Aus Gl. (54) und Gl. (55) folgt © und die Sprung-
temperatur 7. der Schicht. Die numerische Losung
der beiden Gleichungen fiihrt auf die Kurven in
Abb. 1. Die Funktionen H.,(T) und & wurden der
BCS-Theorie entnommen®. Die Sprungtemperatur
der Schicht nimmt mit der Dicke ab. Der linke End-
punkt kennzeichnet die Dicke, unterhalb der im Rah-
men dieser Ableitung kein Phaseniibergang zweiter
Ordnung moglich ist. Die Wirkung der Oberflache
ist dann vermutlich im Verhaltnis zur geringen Dicke
der Schicht zu groB}, um sie noch als kleine Stérung
behandeln zu diirfen.

Ahnliche Kurven, wie die in Abb. 1, erhilt man
auch aus dem Proximity-Effekt?, der daher zur
Eichung des Parameters p in Abhingigkeit von der
Art der metallischen Auflage dienen kann.

Auf diese Weise hat man mit p die Randbedin-
gungen auch auflerhalb der néchsten Umgebung des
Phaseniiberganges festgelegt. Das ist der eigentliche
Zweck dieses Beispiels, besonders da Randbedingun-
gen, solange man nur auf den Phaseniibergang selbst

8 B. MinvLscHLEGEL, Z. Phys. 155, 313 [1959].
¢ P. Hiuscu u. R. Hiuscn, Z. Phys. 180, 10 [1964]. Der Ver-
gleich mit Fig. 3 jener Arbeit zeigt, daf} die kritische Dicke
Dy in Beziehung zu p gesetzt werden kann:
Dso(p=0,1)~0,02 §,, Ds(p=0,5)~0,8&,.
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Wert legt, iiber die Methode der Korrelationsfunk-

tion gewonnen werden konnen 10.

1 1
02 10 20
d /§o—>

Abb. 1. Sprungtemperatur als Funktion der Dicke der Schicht
(obere Abszisse p=0,5).

Es sei noch darauf hingewiesen, daf} sich die In-
tegralgleichung (45) als Differentialgleichung, &hn-
lich der Ginzburg-Landau-Gleichung, schreiben 1aft

'*'*|A (@)|+p2[4(2)|=0 (56)

1831

mit den Randbedingungen
d \
o | —
4 |4(z)] ‘

| z==%d/2

(57)
_<%[p_1]+bp)ld(x)l§

z=*d/2
Ist die Sprungtemperatur T,  ungefihr gleich T,
oder d sehr groB, so folgt aus Gl. (55)

Iug-—>x2/lT2—)-0 fir T=Tc,"—>Tc;
2= (8e[h%c?) A1 Hen (T).

Gl. (56) ist dann in diesem einfachen Fall mit der
entsprechenden Ginzburg-Landau-Gleichung identisch.
Letzteres gilt auch fiir die Randbedingung (57) im
Fall p— 0. D Gennes diskutiert im Zusammenhang
mit der Korrelationsfunktion eine formal &hnliche
Randbedingung 1°

Herrn Prof. Dr. H. Korpe danke ich herzlich fiir die
Anregung zu dieser Arbeit, sowie fiir viele hilfreiche
Diskussionen. — Diese Arbeit wurde zum Teil durch
eine Sachbeihilfe der Deutschen Forschungsgemeinschaft
unterstiitzt. — Fiir die numerische Rechnung stand mir
Rechenzeit vom Rechenzentrum der Universitit Kiel zur
Verfiigung.

Anhang: Berechnung der Freien Energie

Die Greenschen Funktionen, die auf der rechten Seite von Gl.

mafen darstellen 11

(25) erscheinen, lassen sich folgender-

1 , _sign (B, — By) cosh(z E) + (¢/E) sinh(z E)
Cie=g 3 eplike(ri—m)} 2 cosh (2 A E) ’ el
1 . h(zE . .
Fio= 0 %eXP{—lk(ﬁ rz)}giqf;*:llf((;ﬂz) Fiy =Fi5 = (4y*/4,) Fyp (A2), (A3)
mit g=3f—|B1—Pa|, E=(2+]4y[)*".
Die pS-Integrationen in Gl. (25) konnen elementar ausgefithrt werden.
8
.g dgy... dﬂz’ 0(By—By) 6(Ba—B2) [Fier Fio—Gyy Gyl =
—ik K
byl s ST RN ke ny —iW 1} 4, { L anh(3 B
— —%tanh(% BE) } —exp{ikr,—ik’ 1'2’}{(E'+ ~E,~) tanh(3 B E) — (E+ GES )tanh(% ,BE)H,
(A4)
g
{dﬂl o dBa0(By—By) [Aa(Fing +F51)) Gio+ A* (Fya+ Fgy) Goy] =
- k—-k
+—!’§;g et 8‘2'2(8,2 ) [E tanh (3 S E') — —tanh(%ﬂE) lexp{iler,—ik' 1} 4, 40"

10 P, G. pe GennEs, Rev. Mod. Phys. 36, 225 [1964].

+exp{lk1'1 —lk 1‘1}412 Ao] N (A5)

11 Fiir die auftretenden Erwartungswerte s. z. B.: B. MonuscuLeceL, Statistische Methode in der Theorie der Supraleitung,
Verlag der Bayer. Akademie der Wissenschaften, Miinchen 1960, S. 130.
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8
— 1 4By By A (Fi5)P =241 4,(61)* +4," 4" (Fi)*] -
= kzk,e"p{_’("s__kg,)g ’1“")}{{ Ay Ay 4,%2 — A,* A A2}( ,tanh(%ﬂE)—v—ftanh(%ﬂE))

+2A1*A2{(f )tanh(fﬂE)— (W_E)tanh(éﬂE) H (Ay=A(1y) — Ay, ds = A(15) — 4;) .

- »Ifz:logSpure_ﬂ”f: oy ¥ > (E—¢+2kTlog(1+e PE)) +2kT > log(l+e %) ]+1]A(r)}2
Q 2 |11 <ho e[ >hw Vo

erhalten wir fiir M (4, A) (A7)
M(A,A)EM0+M1+M2+M3+M4, (A8)

M,= z|A(q)|2 S (E—e+2kTlog(1+e #E))—2kT > log(l+e %), (A9)
Voq le|<ho

|| >ho

R\ [(k-3q) A k—1iq) A* PN
= £ oozm(q),g ;(m_) SLe-i0) A@][(—ia) A°(@)] [(Eg_e:;ol)

)tanh(%ﬂE)} (A10)

xtanh(%ﬂE)—(E' e’ +| 4o

E
My= — ;’Z gez sv [4y" 4(q) (A*(q) (K—%q)) +c.c.] [ s tanh(2 BE') — Ltanh( ﬂE)] (A11)

A Ay 0 g ,
M;= — 5 kq’ (qlz 76, —q‘ﬂfl— [(E— - )tanh(fﬂE)—(E = E,)tanh(%ﬂE)], (A12)

%"zs . 2 (4,72 (A(q) — 4y 00,0 (4(— @) — 4, 5q0)+cc][ ,tanh(éﬂE)_itanh(fﬂE)]
q

(A13)

M,=
Hierbei wurden die transformierten Grofen

4(q) = - Sdsrexp{—zqr}A(r), A(q) = gd3rexp{—zqr}A(r (A14), (A15)
0 2
benutzt. Q2 ist das Periodizititsvolumen. & und ¢ stehen fiir ¢x und ex = €x—q.

Ziehen wir von M (4, A) den Beitrag des Normalleiters M (0, A) ab, so dndert sich an der Variations-
gleichung fiir 4(r) nichts. Der Landau-Diamagnetismus und andere Eigenschaften, die der Normalleiter im
Magnetfeld besitzt, bleiben unberiicksichtigt. M (0, A) bezieht sich auf die gleiche Fermi-Energie { wie
M(A4,A), weswegen die mittleren Teilchendichten verschieden sein konnen. Der Unterschied ist allerdings
wegen A/k w, h w/; <1 vernachlissigbar. Daher hebt sich der erste Summand in Gl. (A 10) gegen einen
entsprechenden aus M (0, A).

Zur Umordnung der rechten Seite von Gl. (A 8) benutzen wir die Formel

(kq)? (kq)*\q:q
S (-t k) leder= 3 37— e ke {(1- ST )ou— (13 (T ) B 1oy
‘A16)
f ist eine beliebige Funktion von zwei Variablen. Damit ergibt sich
MI(A,A) _Ml(O,A) =
e? h? k2 (kq)? o 2m|Ady2e—
_2mc2kq[ —(1— k—2q27>L(£,6)—7—1¥E s (—t nh(} BE) — ,tanh(%ﬁE))

e+e
< Ai(q) (60~ 3 ar @

2m

’
&E—¢&

“2’<7:é>2%71‘—[<2 tanh(éﬂE)—tanh(%ﬂe)) ( ,tanh(%ﬂE)—tanh(%ﬂs))]J(qA(q))2

_(,e ) »l?i—j[Etanh(%ﬂE) ,tanh(%ﬂE ]|A0]2(A(q)A*(q)), (A17)
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L(e, &) = 2 _1 e'?”<E+ E’:%', 40]?) tanh(% B E) — (E' + iiﬁ"f}lf!o E) tanh (% g E')]

—(s-l—s')[tanh(%ﬂe)—tanh(iﬂs')]}. (A18)

Die zweite Zeile der rechten Seite von Gl. (A 17) liefert einen mit % w/{ verschwindenden Beitrag. Der
Ausdruck in der ersten Zeile ist eichinvariant. Die dritte Zeile soll mit M, und M3 so kombiniert werden,
daf} die Phase von 4(r) ein Eichpotential in A(7) kompensiert. M, kann mit Gl. (A 16) in der Form

B o 1 e—e'{l

My=+ ohe qu—2£+s' ——tanh (% B E) — i tanh(%ﬂE )J (44 4(q) (q A*(q)) +c.c.) (A19)

E

und Mj in der Form

A(q) — 4y 0q o2
M3=_izl-tanh(éﬂm|A(q)—A06q,ol2—LZ' L 6‘32‘“’k | 4 ? (%tanh(%ﬂE)

kq e —

-—-——tanh(%ﬂE)) (Wtanh(%ﬁE) ,tanh(fﬂE))[A(q)—A dao2  (A20)

4’:11 E

geschrieben werden, so daf} wir

M(4,A) —M(0,A) = —V%SdSrlA(r)r2+gd3rm(ldol2>—%kzq%tanh@ﬂm | A(q) — 984,02
Q

Q le|<hew

%g[ *tanh(%ﬂE) %E(cosh(éﬂE))_‘?] [(A(q) — 4y 8q,0) 4™ + Ao (4" (— @) ~ 4p* 84.0) |2

Q

Fy 3 Ka(@) [(A0@) — Ay b0.0) 40"+ Ay (4 (= @) = 447 30,0 (A21)
.Q 26h

ZKl(q)[ (hq)2|A(q) —4y0q.4 2 (4" 4(q) (qA*(q))+cc)+—<—}Ao 2(A(q) A*(q))

0
2" 20 SK(@) AQ) (@°0u-4) A7 (@)

: 1 1+exp{:/3‘E})
mit m(| 4, 2) = o %(e—E—2kT10g Ty (A 22)
erhalten. Dabei ist
1 m e—¢[1
K (q) = — 0 §§h2q27.€+£ [*Emtanh(%ﬁE) I tanh(%ﬂE)] (A 23)
| 4, [2 1 h2 k2 (kq) .
K@) = 0 K@+ g 3 (1- B0 ) e, (A24)

K3(q)=_-%;{ _18,-2—[*llaftanh (3 BE) — ,tanh(%ﬂE)]%—ﬁ[%tanh(%ﬂE)

——g— (cosh(%ﬂE))_zn. (A 25)

Die Riicktransformation von Gl. (A 21) in den Ortsraum liefert Gl. (27). Die Raumwinkelintegration iiber
k in K,(q), K,(q) und K3(q) 1aBt sich durchfithren, und man erhalt die in den Gln. (29a,b,c) an-
gegebene Darstellung.



